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Ó÷åíûé ñåêðåòàðü
äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 212.081.10,
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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ñèíãóëÿðíûå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå îïåðàòîð Áåñ-
ñåëÿ
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äåéñòâóþùèé ïî îäíîé èëè íåñêîëüêèì èç ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ÿâ-
ëÿþòñÿ àêòóàëüíîé îáëàñòüþ èññëåäîâàíèé. Èçó÷åíèå òàêèõ óðàâíåíèé âûçâà-
íî è òåîðåòè÷åñêèìè èíòåðåñàìè, è ïðàêòè÷åñêîé íåîáõîäèìîñòüþ. Îòìåòèì,
÷òî èññëåäîâàíèå çàäà÷ ãèäðîàýðîäèíàìèêè âÿçêîé æèäêîñòè è íåèäåàëüíîãî
ãàçà, à òàêæå çàäà÷è àêóñòèêè ïðèâåëè ê èçó÷åíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ ñèíãóëÿðíûì îïåðàòîðîì Áåññåëÿ. Íàïðèìåð, â ñåðåäèíå 60-õ ãîäîâ ïðè
èçó÷åíèè âëèÿíèÿ âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè íà ñòðóêòóðó ñæèìàåìûõ òå÷å-
íèé ïðè îáòåêàíèè òåë êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ çâóêîâûì íà áåñêîíå÷íîñòè ïîòîêîì
íåèäåàëüíîãî ãàçà Î.Ñ. Ðûæîâûì è Ã.Ì. Øåôòåðîì áûëè ïîëó÷åíû ñòàöèîíàð-
íîå è íåñòàöèîíàðíîå âÿçêîå òðàíñçâóêîâûå óðàâíåíèÿ
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Êðîìå òîãî, âûðîæäàþùèåñÿ ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ
âñòðå÷àþòñÿ â òåîðèè ôèëüòðàöèè ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ìàññû
÷åðåç íåîäíîðîäíûå ïîðèñòûå ïëàñòû, à òàêæå â ñîâðåìåííîé êîñìîëîãèè ïðè
ðàññìîòðåíèè ýêçîòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ìàòåðèè.
Íà÷èíàÿ ñ ñàìûõ ïåðâûõ èññëåäîâàíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè òåîðèÿ ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïå-
ðàòîðîì Áåññåëÿ èãðàëà âàæíóþ ðîëü (E. Beltrami, A.Weinstein è äð.).
Â 1881 ãîäó âïåðâûå E. Beltrami áûëè ïîñòðîåíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ
Bu = 0; (0.1)
ãäå B = x0 + Bxp, x0 îïåðàòîð Ëàïëàñà, x
0 = (x1; x2; : : : ; xp 1), Bxp  îïå-
ðàòîð Áåññåëÿ, ïðè k = 1 è p = 2. A. Weinstein ýòîò ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðàíèë íà
ëþáîå çíà÷åíèå k > 0. È.À. Êèïðèÿíîâûì è Â.È. Êîíîíåíêî ïîñòðîåíû ôóíäà-
ìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ îáùèõ ëèíåéíûõ B-ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ôóíäàìåí-
òàëüíîé ìàòðèöå ðåøåíèé B-ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìû (ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìû
ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ) ïîñâÿùåíà ðàáîòà Â.Â. Êðåõèâñêîãî è Ì.È. Ìàòèé÷óêà.
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Êàê è äëÿ ëþáûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, â òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ öåíòðàëüíîå ïîëîæåíèå
çàíèìàåò òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷.
Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ ýòîãî êëàññà
óðàâíåíèé, ÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ È.Í. Âåêóà, îïóáëèêîâàííàÿ â 1947 ãîäó. Â íåé èçó-
÷åí âîïðîñ î êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (0.1) â
ïîëóïëîñêîñòè x2 > 0 ïðè p = 2 è k < 1. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ î êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ
óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ â ñëó÷àå p > 2 áûëè ïîëó÷åíû Ì.Í. Îëåâñêèì,
A. Huber, Ñ.Ï. Ïóëüêèíûì, Â.Ô. Âîëêîäàâûì, Â.È. Åâñèíûì, N.S. Hall, Î.È.
Ìàðè÷åâûì, è äðóãèìè.
Íà÷àëî èíòåíñèâíîìó ðàçâèòèþ òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ ïîëîæèëà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ðàáîòà È.À.
Êèïðèÿíîâà, îïóáëèêîâàííàÿ â 1967 ãîäó. Ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïî îäíîé
èëè íåñêîëüêèì ïåðåìåííûì êîòîðûõ äåéñòâóåò îïåðàòîð Áåññåëÿ, âïåðâûå
è áûëè íàçâàíû È.À. Êèïðèÿíîâûì B-ýëëèïòè÷åñêèìè. Çàäà÷è äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòüþ â êîýôôèöèåíòàõ äàâíî è õîðîøî
èçâåñòíû. Ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè è, êàê ïðàâèëî,
çàâèñÿò îò õàðàêòåðà îñîáåííîñòåé óðàâíåíèÿ. Îäèí èç ïîäõîäîâ, ðàçâèòûé
È.À. Êèïðèÿíîâûì è åãî íàó÷íîé øêîëîé (Ë.À. Èâàíîâ, Â.Â. Êàòðàõîâ, Ì.È.
Êëþ÷àíöåâ, Ë.Í. Ëÿõîâ è äð.), çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè èíòåãðàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèñïîñîáëåííûõ èìåííî ê äàííîé îñîáåííîñòè óðàâíåíèÿ.
È.À. Êèïðèÿíîâûì áûëà ñîçäàíà òåîðèÿ âåñîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòè ïðîñòðàíñòâà èçâåñòíû êàê ïðîñòðàíñòâà
Êèïðèÿíîâà. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ èì è åãî ó÷åíèêàìè óñòàíîâ-
ëåí ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ B-ýëëèïòè÷åñêèõ, B-ïàðàáîëè÷åñêèõ è
B-ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
Äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ âåñîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ íà îñ-
íîâå îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà Ïóàññîíà è Ñîíèíà áûë ïðåäëîæåí ó÷å-
íèêîì È.À. Êèïðèÿíîâà Â.Â. Êàòðàõîâûì. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíåíû èì ê
èçó÷åíèþ îáùèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ B-ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ âåñîâûìè
íåîäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ÷àñòè ãðàíèöû.
Âàæíûé âêëàä â èçó÷åíèå ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïå-
ðàòîðîì Áåññåëÿ âíåñëè ðàáîòû Ë.Í. Ëÿõîâà è åãî ó÷åíèêîâ. Òàê Ë.Í. Ëÿõîâûì
ââåäåí è èçó÷åí íîâûé êëàññ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ, íàçâàííûé èì B-
ãèïåðñèíãóëÿðíûìè èíòåãðàëàìè. Èì ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ïðèëîæåíèÿ ýòèõ
êîíñòðóêöèé ê îïèñàíèþ âåñîâîãî êëàññà ôóíêöèé äðîáíîé B-ãëàäêîñòè, ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ñîáîé îáîáùåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ È.À. Êèïðèÿíîâà, è ê
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ïîñòðîåíèþ ôîðìóë îáðàùåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ B-ïîòåíöèàëüíûì
ÿäðîì.
Ñîâìåñòíûå èññëåäîâàíèÿ Ë.Í. Ëÿõîâà è È.À. Êèïðèÿíîâà ïðèâåëè ê ïîëó-
÷åíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Êèïðèÿíîâà-Ðàäîíà è ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùåé âñå òðè
êëàññè÷åñêèå èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ  Ôóðüå, Ôóðüå-Áåññåëÿ è Ðàäîíà.
Ïîçäíåå Ë.Í. Ëÿõîâûì áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Êèïðèÿíîâà-Ðàäîíà.
Â ðàáîòå Í.Â. Ðîãîâîé âàðèàöèîííûì ìåòîäîì, èñïîëüçóÿ òåîðåìû âëîæå-
íèÿ, ðåøåíû çàäà÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ ñèíãóëÿðíîãî B-ýëëèïòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ è îñíîâíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ B-ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
mBu = 0:
Ðÿä ðåçóëüòàòîâ äëÿ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ áûëè ïîëó÷åíû À.Á.
Ìóðàâíèêîì. Îí äîêàçàë â òåðìèíàõ âåñîâûõ ñðåäíèõ ãðàíè÷íîé ôóíêöèè íåîá-
õîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ, òî åñòü ñóùåñòâîâàíèå
êîíå÷íîãî ïðåäåëà ðåøåíèÿ ïðè ñòðåìëåíèè àðãóìåíòà ê áåñêîíå÷íîñòè ïî íà-
ïðàâëåíèþ, îðòîãîíàëüíîìó ãðàíè÷íîé ãèïåðïëîñêîñòè.
Ñðåäè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò ìåòîä ïîòåíöèàëîâ, ïî-
ñêîëüêó ñ ïîìîùüþ ïðàâèëüíî ïîäîáðàííûõ ïîòåíöèàëîâ ñèíãóëÿðíàÿ çàäà÷à
ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ðåãóëÿðíîé ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ê òîìó æå
èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ  ýòî âåñüìà óäîáíûé àïïàðàò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåì ñóùåñòâîâàíèÿ. Ìû çíàåì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ÷à-
ñòî ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé, è â ðÿäå ïðîáëåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äî ñèõ
ïîð îñòàåòñÿ íåäîêàçàííûì. Èçâåñòíî, ÷òî î÷åíü äîëãî (äî ñîçäàíèÿ îáùåé òåî-
ðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé) ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Ãðèíà, èãðàþùåé, êàê
èçâåñòíî, áîëüøóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, â îá-
ùåì ñëó÷àå âûâîäèëîñü èç ôèçè÷åñêîé ãèïîòåçû î ïîòåíöèàëå òî÷å÷íîãî èñòî÷-
íèêà è èíäóöèðóåìûõ ýòèì èñòî÷íèêîì çàðÿäîâ íà ãðàíèöå.
×òî êàñàåòñÿ ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ â òåîðèè B-ýëëèïòè÷åñêèõ, B- ïîëèãàðìî-
íè÷åñêèõ óðàâíåíèé, òî ìîæíî íàçâàòü ðàáîòû Ô.Ã. Ìóõëèñîâà, Í.Ð. Ðàäæàáîâà,
À.Þ. Ñàçîíîâà è èõ ó÷åíèêîâ.
Â ÷àñòíîñòè, Í.Ð. Ðàäæàáîâ èññëåäîâàë êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (0.1)
ïðè óñëîâèÿõ, êîãäà íåõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðàíèöû åñòü ïîâåðõíîñòü Ëÿ-
ïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë. Äàëåå À.Þ. Ñàçîíîâ
ðàñïðîñòðàíèë ýòè ðåçóëüòàòû íà îáùèå ëèíåéíûå B-ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè òåõ æå îãðàíè÷åíèÿõ íà íåõàðàêòåðèñòè-
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÷åñêóþ ÷àñòü ãðàíèöû îáëàñòè.
Ô.Ã. Ìóõëèñîâûì ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ ðåøåíà çàäà÷à òèïà Ðèêüå äëÿ óðàâ-
íåíèÿ
mBu = 0;
êðàåâûå óñëîâèÿ êîòîðîé çàäàþòñÿ â âèäàõ
kBu

 
= fk; k = 0;m  1;
@kBu
@n

 
= fk; k = 0;m  1:
Â äàëüíåéøåì ó÷åíèêè Ô.Ã. Ìóõëèñîâà Ì.Þ. Äåíèñîâà, À.Ø. Õèñìàòóëëèí
è Ý.Â. ×åáîòàðåâà ðàçâèëè ýòè ðåçóëüòàòû. Ì.Þ. Äåíèñîâà ïðèìåíèëà ìåòîä
ïîòåíöèàëîâ ïðè ðåøåíèè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé
2Bu = 0; 
3
Bu = 0;
ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
u

 
= f0;
@u
@n

 
= f1; Bu

 
= f2:
À.Ø. Õèñìàòóëëèí ðàñïðîñòðàíèë ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ âûðîæäàþ-
ùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íà âûðîæäàþùèåñÿ B-ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.
ymBxu+
@2u
@y2
= 0; m > 0; y > 0;
Bxu+ y
m@
2u
@y2
= 0; m > 0; y > 0;
Bxu+
@
@y

y
@u
@y

= 0; 0 <  < 1; y > 0:
Ý.Â. ×åáîòàðåâà îáîáùèëà ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå À.Ø. Õèñìàòóëëèíûì íà
ìíîãîìåðíûå âûðîæäàþùèåñÿ B-ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.
Êðàåâûå çàäà÷è êàê äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ, òàê è äëÿ B-ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ìîãóò ñòàâèòüñÿ òàêæå â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ. Îäíàêî â ýòîì
ñëó÷àå äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, êðîìå óñëîâèé íà ãðàíè-
öå îáëàñòè, íåîáõîäèìî çàäàâàòü óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Âïåðâûå òàêèå
óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà áûëè íàéäåíû Çîììåðôåëüäîì. Â ðà-
áîòå È.Í. Âåêóà ýòîò ðåçóëüòàò áûë ðàñïðîñòðàíåí íà m-ìåòàãàðìîíè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ, à â ñòàòüÿõ Â.Â. Ãðóøèíà, Ô.Ã. Ìóõëèñîâà íà ãèïîýëëèïòè÷åñêèå,
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B-ãèïîýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ áîëåå îáùåãî âèäà, à â äàííîé äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòå  íà B-ìåòàãàðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è B-ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû.
Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà èññëåäîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ ðàçíûìè ó÷åíûìè è øêîëàìè, âî-
ïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
B-ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì è B-ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé îñòàâàëèñü íå èçó-
÷åííûìè.
Èçó÷åíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèíãóëÿðíîãî B-ìåòàãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
è äëÿ B-ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ýòè êðà-
åâûå çàäà÷è ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ âàæíûõ çàäà÷ ïðè-
êëàäíîãî õàðàêòåðà, â èõ ÷èñëå çàäà÷è äèôðàêöèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí, çàäà÷è
ãèäðîàýðîäèíàìèêè âÿçêîé æèäêîñòè è íåèäåàëüíîãî ãàçà, çàäà÷è ôèëüòðàöèè â
ïîðèñòîé ñðåäå, çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè è äð. Êðîìå òîãî, îíè ïðåäñòàâëÿþò è
ñàìîñòîÿòåëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíòåðåñ, òàê êàê ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâ-
íåíèé îòêðûâàþò äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè äëÿ ðàçâèòèÿ òåîðèè ñèíãóëÿð-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ïðîãðåññ â àíàëèòè÷åñêîì
èññëåäîâàíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ âàæåí êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷åê çðåíèÿ.
Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ìå-
òîäîì ïîòåíöèàëîâ B-ìåòàãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿm-ãî ïîðÿäêà ìåòîäîì ñâå-
äåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ê ìíîãîìåðíîé B-ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìå, ïîñëåäóþùåå
ïîñòðîåíèå è ïðèìåíåíèå ïîòåíöèàëîâ ê èññëåäîâàíèþ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ìíîãîìåðíûõ B-ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà è
äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîòåí-
öèàëà, òåîðèè ôóíêöèèé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé, äèôôåðåíöèàëüíûõ è èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Â äèññåðòàöèè
ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó:
 Ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ ðåøåíû îñíîâíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ B- ìåòàãàðìî-
íè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ m-ãî ïîðÿäêà.
 Ïîñòðîåíû ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû ðåøåíèé ìíîãîìåðíûõ B- ýëëèïòè-
÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé, äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îñíîâíûõ êðà-
åâûõ çàäà÷ äëÿ ìíîãîìåðíûõ B-ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé è èçó÷åíû
îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòèõ ðåøåíèé, â ÷àñòíîñòè, ïîâåäåíèå èõ íà áåñêîíå÷-
íîñòè.
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 Ïîñòðîåíû ïîòåíöèàëû, èçó÷åíû èõ ñâîéñòâà. Èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü
îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ìíîãîìåðíûõ B-ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äàííàÿ ðàáîòà íîñèò òåî-
ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ
äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíûì îïåðà-
òîðîì Áåññåëÿ, êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé è îñåñèììåòðè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ïîòåíöèàëà, ïðèìåíÿåìûõ ïðè ðåøåíèè
çàäà÷ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçî-
âàíû â ó÷åáíîì ïðîöåññå, ñïåöêóðñàõ è ìîíîãðàôèÿõ, â íàó÷íûõ èññëåäîâà-
íèÿõ, ïðîâîäèìûõ â Âîðîíåæñêîé ãîñóäàðñòâåííîé òåõíîëîãè÷åñêîé àêàäåìèè
(íàó÷íàÿ øêîëà Ë.Í. Ëÿõîâà), Òàìáîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èì.
Ã.Ð. Äåðæàâèíà (íàó÷íàÿ øêîëà À.Þ. Ñàçîíîâà), ×åðíîâèöêîì íàöèîíàëüíîì
óíèâåðñèòåòå Óêðàèíû (íàó÷íàÿ øêîëà Â.Â. Ãîðîäåöêîãî), Èíñòèòóòå ìàòåìà-
òèêè è ìåõàíèêè Íàöèîíàëüíîé Àêàäåìèè íàóê Àçåðáàéäæàíà (íàó÷íàÿ øêîëà
Â.Ñ. Ãóëèåâà).
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïî ìåðå èõ ïî-
ëó÷åíèÿ äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Òà-
òàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ãóìàíèòàðíî-ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (Êàçàíü,
20092011), ñåìèíàðàõ êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ Êàçàíñêîãî (Ïðèâîëæñêîãî) ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà (Êàçàíü, 2011
2014, ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà  ïðîôåññîð Ô.Ã. Ìóõëèñîâ), ñåìèíàðàõ êàôåäðû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êàçàíñêîãî (Ïðèâîëæñêîãî) ôåäåðàëüíîãî óíè-
âåðñèòåòà (Êàçàíü, ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà  ïðîôåññîð Â.È. Æåãàëîâ), ìåæ-
âóçîâñêîì ãîðîäñêîì ñåìèíàðå Íåêëàññè÷åñêèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè (Ñàìàðà, 2013, ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà  ïðîôåññîð Ë.Ñ. Ïóëüêèíà).
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà Âòîðîé âñåðîññèéñêîé
íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè çàñëóæåííîãî äåÿòå-
ëÿ íàóêè ÐÔ, ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÅ, äîêòîðà ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîðà
Â.Ô. Âîëêîäàâîâà (Ñàìàðà, 2009), Äåâÿòîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëå-
êîíôåðåíöèè Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ (Êàçàíü, 2010), XVIII Ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè Ìàòåìàòèêà. Ýêîíîìèêà. Îáðàçîâàíèå (Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2010),
Äåñÿòîé ìåæäóíàðîäíîé Êàçàíñêîé ëåòíåé íàó÷íîé øêîëå-êîíôåðåíöèè Òåî-
ðèÿ ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû (Êàçàíü, 2011), Âòîðîì
Ìåæäóíàðîäíîì Ðîññèéñêî-Óçáåêñêîì Ñèìïîçèóìå Óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òè-
ïà è ðîäñòâåííûå ïðîáëåìû àíàëèçà è èíôîðìàòèêè (Êàáàðäèíî-Áàëêàðñêàÿ
Ðåñïóáëèêà, Íàëü÷èê, 2012) (âêëþ÷åí â Ïåðå÷åíü íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé,
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ñèìïîçèóìîâ, ñúåçäîâ, ñåìèíàðîâ è øêîë íà 2012 ã. ïî Îòäåëåíèþ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ íàóê ÐÀÍ è ïî Îòäåëåíèþ íàíîòåõíîëîãèé è èíôîðìàöèîííûõ
òåõíîëîãèé ÐÀÍ), XX Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè Ìàòåìàòèêà. Ýêîíî-
ìèêà. Îáðàçîâàíèå (Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2012), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè,
ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà Îá-
ðàòíûå è íåêîððåêòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (Íîâîñèáèðñê, 2012),
íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ èòîãîâûõ êîíôåðåíöèÿõ ïðè êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà Òàòàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ãóìàíèòàðíî-ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåð-
ñèòåòà (Êàçàíü, 20092011, ðóêîâîäèòåëü  ïðîôåññîð Ô.Ã. Ìóõëèñîâ), ïðè
êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êàçàíñêîãî (Ïðèâîëæñêîãî) ôåäåðàëü-
íîãî óíèâåðñèòåòà (Êàçàíü, 2013, ðóêîâîäèòåëü  ïðîôåññîð Â.È. Æåãàëîâ),
Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ Â.È. Æåãàëîâà
Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
 2014 (Êàçàíü, 2014).
Ïóáëèêàöèè. Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 11 ïå÷àòíûõ ðàáîò,
ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà, èç íèõ äâå [1], [2]  â èçäàíèÿõ,
âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ è áàçó ÐÈÍÖ. Ðàáîòû [1], [11] íàïèñàíû ñîâìåñòíî ñ
Ô.Ã. Ìóõëèñîâûì, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà çàäà÷, èäåÿ è ðåêîìåíäà-
öèè ïî èõ ðåøåíèþ. Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíû àâòîðîì.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ,
ðàçáèòûõ íà 13 ïàðàãðàôîâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 85
íàèìåíîâàíèé. Ðàáîòà íàáðàíà â ñèñòåìå LATEX è èçëîæåíà íà 135 ñòðàíèöàõ.
Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû, èññëåäîâàííîé â äèññåðòà-
öèè, ôîðìóëèðóåòñÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ, ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ðàáîò ïî òå-
ìå äèññåðòàöèè è âîïðîñàì, ïðèìûêàþùèì ê íåé, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ.
Ïåðâàÿ ãëàâà, ñîñòîÿùàÿ èç øåñòè ïàðàãðàôîâ, ïîñâÿùåíà êðàåâûì çàäà÷àì
äëÿ B-ìåòàãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ m-ãî ïîðÿäêà
Pm(B)u = 0; (Pm)
ãäå Pm(B)  ïîëèíîì m-é ñòåïåíè îò B, k > 0, êîãäà êîðíè j, j = 1;m
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Pm( ) = 0 ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå ïîëîæè-
òåëüíûå.
Ïóñòü E+p  ïîëóïðîñòðàíñòâî xp > 0 p-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà òî-
÷åê x = (x0; xp), x0 = (x1; x2; : : : ; xp 1),D  êîíå÷íàÿ îáëàñòü â E+p , îãðàíè÷åííàÿ
÷àñòüþ  0 ïëîñêîñòè xp = 0 è ïîâåðõíîñòüþ   , De = E+p nD.
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Â ïåðâîì ïàðàãðàôå óðàâíåíèå (Pm) ñâîäèòñÿ ê B-ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìå
óðàâíåíèé
NB[u] = Bu+Ru = 0; (NB)
ãäå
R =
0BBBBBBB@
1  1 0 : : : 0 0
0 2  1 : : : 0 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : m 1  1
0 0 0 : : : 0 m
1CCCCCCCA
; u =
0BBBB@
u1
u2
...
um
1CCCCA :
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé Z(x; x0)
B-ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû (NB) ïðè j > 0, j = 1;m. Èññëåäóåòñÿ åå ïîâåäåíèå
íà áåñêîíå÷íîñòè è ïðè x! x0. Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëü-
íîé ìàòðèöû ðåøåíèé Z(x; x0) ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è
äâîéíîãî ñëîÿ
V (x) =
Z
 
Z(; x)()kp d ;
W (x) =
Z
 
@Z(; x)
@n
()kpd 
è èçó÷àþòñÿ èõ ñâîéñòâà, â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû î ïðåäåëüíîì çíà-
÷åíèè ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ è íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòî-
ãî ñëîÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè.
Äàëåå ÷åðåç bE áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó ïîðÿäêà m: bE =  1 1 ::: 10 1 ::: 1::: ::: ::: :::
0 0 ::: 1

.
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü    ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ
ïîâåðõíîñòè   ñ  0 óãëû ìåæäó êàñàòåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ñ ïëîñêîñòüþ  0,
òàêîâû, ÷òî j = , j = 1; p  2, p 1 = 
2
è ()  íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ
Wi(x0) =
1
2
bE0 +W (x0);
We(x0) =  1
2
bE0 +W (x0);
ãäå òî÷êà x0 2    ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, Wi(x0) è We(x0) îçíà÷àþò ïðå-
äåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ, êîãäà òî÷êà x ñòðåìèòñÿ ê
òî÷êå x0 2   ñîîòâåòñòâåííî èçíóòðè è èçâíå ãðàíèöû   , à W (x0)  ïðÿìîå
çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ â òî÷êå x0 2   , 0 = (x0)  âåêòîð-
ñòîëáåö.
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Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü    ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ
ïîâåðõíîñòè   ñ  0 óãëû ìåæäó êàñàòåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ñ ïëîñêîñòüþ  0,
òàêîâû, ÷òî j = , j = 1; p  2, p 1 = 
2
è ()  íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
Òîãäà ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ íåïðåðûâåí â E+p .
Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü    ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ
ïîâåðõíîñòè   ñ  0 óãëû ìåæäó êàñàòåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ñ ïëîñêîñòüþ  0,
òàêîâû, ÷òî j = , j = 1; p  2, p 1 = 
2
è ()  íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ
@V (x0)
@nx0

i
=  1
2
bE0 + @V (x0)
@nx0
;

@V (x0)
@nx0

e
=
1
2
bE0 + @V (x0)
@nx0
;
ãäå
@V (x0)
@nx0
 ïðÿìîå çíà÷åíèå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî
ñëîÿ, à

@V (x0)
@nx0

i
è

@V (x0)
@nx0

e
îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ íîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, êîãäà òî÷êà x ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå
x0 2   ñîîòâåòñòâåííî èçíóòðè è èçâíå ãðàíèöû   , 0 = (x0)  âåêòîð-
ñòîëáåö. Èíäåêñ ó íîðìàëè îçíà÷àåò ÷òî îíà ïðîâåäåíà â òî÷êå x0.
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (Pm) â
êîíå÷íîé è áåñêîíå÷íîé îáëàñòÿõ.
Ýòî ñëåäóþùèå çàäà÷è:
Ïåðâàÿ âíóòðåííÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ôóíêöèþ u(x), ÿâëÿþùóþñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (Pm) â îáëàñòè D, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ Pm( ) = 0 ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå, è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì
u(x) 2C2m(D) \ C2m 2(D);
u

 
= '1(); Bu

 
= '2(); : : : ; 
m 1
B u

 
= 'm();
'j() 2 C(  ); j = 1;m:
(0.2)
Ïåðâàÿ âíåøíÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ôóíêöèþ u(x), ÿâëÿþùóþñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (Pm) â îáëàñòè De è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì
u(x) 2C2m(De) \ C2m 2(De);
u

 
= '1(); Bu

 
= '2(); : : : ; 
m 1
B u

 
= 'm();
'j() 2 C(  ); j = 1;m;
(0.3)
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ïðè÷åì ïðè R!1Z
S+R
juj2 xkp dSR = O(1);
Z
S+R
mX
t=1
@ut@r   ipt ut
2 xkp dSR = o(1);
ãäå u =
mP
t=1
ut, t  êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Pm( ) = 0,
t  ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå, t = 1;m.
Âòîðàÿ âíóòðåííÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ôóíêöèþ u(x), ÿâëÿþùóþñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (Pm) â îáëàñòè D, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ Pm( ) = 0 ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå, è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì
u(x) 2C2m(D) \ C2m 1(D);
@u
@n

 
=  1();
@Bu
@n

 
=  2(); : : : ;
@m 1B u
@n

 
=  m();
 j() 2 C(  ); j = 1;m:
(0.4)
Âòîðàÿ âíåøíÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ôóíêöèþ u(x), ÿâëÿþùóþñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (Pm) â îáëàñòè De è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì
u(x) 2C2m(De) \ C2m 1(De);
@u
@n

 
=  1();
@Bu
@n

 
=  2(); : : : ;
@m 1B u
@n

 
=  m();
 j() 2 C(  ); j = 1;m;
(0.5)
ïðè÷åì ïðè R!1Z
S+R
juj2 xkp dSR = O(1);
Z
S+R
mX
t=1
@ut@r   ipt ut
2 xkp dSR = o(1);
ãäå u =
mP
t=1
ut, t  êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Pm( ) = 0,
t  ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå, t = 1;m.
Ýòè çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ ñèñòåìû (NB). Äîêàçûâàåòñÿ
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷. Â ïÿòîì ïàðàãðàôå çàäà÷è Äèðèõëå è
Íåéìàíà äëÿ B-ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû (NB), à âìåñòå ñ òåì è êðàåâûå çàäà÷è
äëÿ B-ìåòàãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ m-ãî ïîðÿäêà (Pm) ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìàì
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Äîêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ
ðàçðåøèìîñòü ýòèõ ñèñòåì. Â øåñòîì ïàðàãðàôå ñòðîÿòñÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ âíóòðåííèì è âíåøíèì êðàåâûì çàäà-
÷àì Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ B-ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ñ ïîìîùüþ
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ýòèõ ðåøåíèé äàåòñÿ ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíå-
íèÿ (Pm).
Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ B-ìåòàãàðìîíè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ m-ãî ïîðÿäêà (Pm), êîãäà êîðíè j, j = 1;m õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Pm( ) = 0 ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå îòðèöàòåëüíûå.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ñòðîèòñÿ è èññëåäóåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðå-
øåíèé 
(x; x0) B-ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (NB), ïðè j < 0, j = 1;m.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ðåøåíèé 
(x; x0)
ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ
V (x) =
Z
 

(; x)()kp d ;
W (x) =
Z
 
@
(; x)
@n
()kpd ;
Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ýòèõ ïîòåíöèàëîâ è, â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû
î ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ è íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé
ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíå-
íèÿ (Pm):
Ïåðâàÿ âíóòðåííÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ôóíêöèþ u(x), ÿâëÿþùó-
þñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (Pm) â îáëàñòè D, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Pm( ) = 0 ðàçëè÷íûå îòðèöàòåëüíûå, è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâè-
ÿì (0.2).
Ïåðâàÿ âíåøíÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ôóíêöèþ u(x), ÿâëÿþùóþñÿ ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ (Pm) â îáëàñòè De, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ Pm( ) = 0 ðàçëè÷íûå îòðèöàòåëüíûå, è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (0.3),
ïðè÷åì íà áåñêîíå÷íîñòè
u(x) = O(e R):
Âòîðàÿ âíóòðåííÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ôóíêöèþ u(x), ÿâëÿþùó-
þñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (Pm) â îáëàñòè D, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Pm( ) = 0 ðàçëè÷íûå îòðèöàòåëüíûå, è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâè-
ÿì (0.4).
Âòîðàÿ âíåøíÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ôóíêöèþ u(x), ÿâëÿþùóþñÿ ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ (Pm) â îáëàñòè De, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ Pm( ) = 0 ðàçëè÷íûå îòðèöàòåëüíûå, è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (0.5),
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ïðè÷åì íà áåñêîíå÷íîñòè
u(x) = O(e R):
Ýòè çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ ñèñòåìû (NB). Äîêàçûâàåòñÿ
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷. Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå çàäà÷è Äèðè-
õëå è Íåéìàíà äëÿ B-ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû (NB), à âìåñòå ñ òåì è êðàåâûå
çàäà÷è äëÿ B-ìåòàãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ m-ãî ïîðÿäêà (Pm) ñâîäÿòñÿ ê ñè-
ñòåìàì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Äîêàçûâàåòñÿ îäíî-
çíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ýòèõ ñèñòåì, à òåì ñàìûì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ êðà-
åâûõ çàäà÷. Â ïÿòîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (Pm).
Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû èññëåäóþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ
B-ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé áîëåå îáùåãî âèäà. Îíà ñîñòîèò èç äâóõ
ïàðàãðàôîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàçáèò íà ÷åòûðå ïóíêòà.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ýòîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ B-ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé
LB[u] = Bu+ Au = 0; (0:6)
ãäå u =
 
u1
u2
...
um
!
 èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, k > 0, êîãäà A = (asj)  âåùåñòâåí-
íàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m.
Â ïåðâîì ïóíêòå x1 ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé ñèñòåìû
(0.6) è èçó÷àþòñÿ åå ñâîéñòâà. Âî âòîðîì ïóíêòå ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîé
ìàòðèöû ðåøåíèé ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî
ñëîÿ äëÿ ñèñòåìû (0.6) è èçó÷àþòñÿ èõ ñâîéñòâà, â ÷àñòíîñòè, èññëåäóþòñÿ ïðå-
äåëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ïîòåíöèàëîâ íà ãðàíèöå îáëàñòè.
Â òðåòüåì ïóíêòå äàþòñÿ ïîñòàíîâêè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåìû
(0.6) è äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü èõ ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå êðà-
åâûå çàäà÷è:
Âíóòðåííÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Äèðèõëå. Íàéòè âåêòîð-ôóíêöèþ u(x), ÿâ-
ëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (0.6) â îáëàñòèD è óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:
u(x) 2 C2(D) \ C(D) \ C1(D [  0);
u

 
= f(); f() 2 C(  ); (0.7)
ãäå f() =
 
f1()
...
fm()
!
.
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Âíåøíÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Äèðèõëå. Íàéòè âåêòîð-ôóíêöèþ u(x), ÿâëÿ-
þùóþñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (0.6) â îáëàñòè De, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:
u(x) 2 C2(De) \ C(De) \ C1(De [  0);
u

 
= f(); f() 2 C(  ); (0.8)
ïðè R!1Z
S+R
jusj2 xkp dSR = O(1);
Z
S+R
mX
t=1
@uts@r   ipt uts
2 xkp dSR = o(1);
ãäå us =
mP
t=1
uts, t (t = 1;m)  ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A, s = 1;m.
Âíóòðåííÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Íåéìàíà. Íàéòè âåêòîð-ôóíêöèþ u(x), ÿâ-
ëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (0.6) â îáëàñòèD è óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:
u(x) 2 C2(D) \ C1(D);
@u()
@n

 
= g(); g() 2 C(  ); (0.9)
ãäå g() =
 
g1()
...
gm()
!
.
Âíåøíÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Íåéìàíà. Íàéòè âåêòîð-ôóíêöèþ u(x), ÿâëÿ-
þùóþñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (0.6) â îáëàñòè De è óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:
u(x) 2 C2(De) \ C1(De);
@u()
@n

 
= g(); g() 2 C(  ); (0.10)
ïðè R!1Z
S+R
jusj2 xkp dSR = O(1);
Z
S+R
mX
t=1
@uts@r   ipt uts
2 xkp dSR = o(1);
ãäå us =
mP
t=1
uts, t (t = 1;m)  ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A, s = 1;m.
Â ÷åòâåðòîì ïóíêòå êðàåâûå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìàì èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà è äîêàçûâàåòñÿ èõ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü.
15
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ B-ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
FB[u] = Bu+ Cu = 0; (0:11)
ãäå u =
 
u1
u2
...
um
!
 èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, k > 0, êîãäà C = (csj)  âåùåñòâåí-
íàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m.
Â ïåðâîì ïóíêòå x2 ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé ñèñòåìû
(0.11) è èññëåäóþòñÿ åå ñâîéñòâà. Âî âòîðîì ïóíêòå x2 ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ìàòðèöû ïîñòðîåííîé â ïåðâîì ïóíêòå ýòîãî ïàðàãðàôà ââîäÿòñÿ ïî-
òåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ äëÿ ñèñòåìû (0.11). Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà
ýòèõ ïîòåíöèàëîâ è, â ÷àñòíîñòè, èññëåäóåòñÿ èõ ïîâåäåíèå íà ãðàíèöå îáëàñòè.
Â òðåòüåì ïóíêòå äàþòñÿ ïîñòàíîâêè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷:
Âíóòðåííÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Äèðèõëå. Íàéòè â îáëàñòè D ðåøåíèå ñè-
ñòåìû (0.11), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (0.7).
Âíåøíÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Äèðèõëå. Íàéòè â îáëàñòè De ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (0.11), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (0.8), ïðè÷åì íà áåñêîíå÷íîñòè
u(x) = O
 
e R

:
Âíóòðåííÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Íåéìàíà. Íàéòè â îáëàñòè D ðåøåíèå ñè-
ñòåìû (0.11), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (0.9).
Âíåøíÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Íåéìàíà. Íàéòè â îáëàñòè De ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (0.11), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (0.10), ïðè÷åì íà áåñêîíå÷íîñòè
u(x) = O
 
e R

:
Äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ âñåõ ïîñòàâëåííûõ êðàåâûõ çàäà÷.
Â ÷åòâåðòîì ïóíêòå êðàåâûå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìàì èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà è äîêàçûâàåòñÿ èõ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü.
Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü è áëàãîäàðíîñòü äîêòîðó
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Åëåíå Àíàòîëüåâíå Óòêèíîé çà íàó÷íîå ðóêîâîä-
ñòâî, öåííûå ñîâåòû, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïîääåðæêó. À òàêæå àâòîð
áëàãîäàðåí íûíå ïîêîéíîìó ïåðâîìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ôîàò Ãàáäóëëîâè-
÷ó Ìóõëèñîâó çà ïðåäëîæåííóþ òåìàòèêó èññëåäîâàíèé, ïîìîùü è ñîâåòû.
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